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2. EGZAMIN GIMNAZJALNY W CZESCI MATEMATYCZNO-PRZYRODNICZEJ
Z ZAKRESU MATEMATYKI

2.1. DLACZEGO ZADANIA Z GEOMETRII PRZESTRZENNEJ SPRAWIAJA UCZNIOM
PROBLEM?

Iwona tuba
Okregowa Komisja Egzaminacyjna w tomzy

Geometria jest jednym z dziatbw matematyki, ktérego przedmiotem jest badanie figur
geometrycznych i zaleznosci miedzy nimi. Uczen ksztaltuje wyobraznie przestrzenng, gdy
ma okazje do obserwacji, myslenia i wyciggania wnioskow. Wyobraznia ma duze znaczenie
W procesie uczenia sie.

Wyobraznia poszczegolnych uktadéw form geometrycznych pomaga zrozumie¢ wiele
zaleznosci w przestrzeni. Cztowiek posiada zdolnos¢ do wyobrazania sobie nie tylko tego, co
aktualnie spostrzega, ale moze przedstawi¢ sobie w wyobrazni kazdg rzecz, o ktérej pomysli.
Jest to mozliwe dzieki spostrzezeniom i doswiadczeniom, ktore ksztattujg naszg wyobraznie.

Dziecko obdarzone wyobraznig tatwiej przyswaja wiedze. Wyobraznig dysponujg wszyscy
ludzie, jednakze w ré6znym stopniu jg wykorzystujg. Jezeli tworzywem myslowym sg brylty
i stosunki przestrzenne, woéwczas moéwimy o wyobrazni przestrzennej. Obserwacja
i wyrazenie przestrzeni wymagajg od dziecka duzego wysitku intelektualnego. Uczniowie
stopniowo poznajg wiadomosci dotyczgce sposobow przedstawiania bryt, przedmiotow
trojwymiarowych i ich usytuowanie w przestrzeni. Jest to okazja do aktywnego
zaangazowania wyobrazni. Z przestrzenig dzieci zapoznajg sie juz od najmiodszych lat.
Wtedy, gdy najpierw poznajg ksztalty przedmiotow, a nastepnie uczg sie nimi manipulowac.

Jedno z tegorocznych zadan otwartych w arkuszu gimnazjalnym z zakresu matematyki
sprawdzato umiejetnos¢ z czwartego obszaru wymagan ogolnych podstawy programowej —
uzycie i tworzenie strategii. Jest to bardzo wazna umiejetnos¢, trudnos¢ lezy w koniecznosci
tworzenia strategii rozwigzania problemu — niealgorytmicznego podejscia do zadania. Celem
zadania bylo sprawdzenie umiejetnosci obliczenia dlugosci krawedzi ostrostupa
prawidtowego czworokgtnego. Rozwigzujgc zadanie, nalezato wykorzysta¢ wzory na pola
trojkatéw i czworokatow, zastosowaé twierdzenie Pitagorasa oraz wykaza¢ sie wiedzg
dotyczgca obliczania pola powierzchni catkowitej ostrostupa.

Wiekszos¢ zadan, ktore uczniowie rozwigzywali w szkole, polegata na c¢wiczeniu
wyuczonych schematoéw i algorytmow, prowadzgcych do otrzymania konkretnego wyniku.
Rozwigzujgc zadanie 23, uczen nie mogt wykorzystaé wprost wzoru, ktérego nauczyt sie
podczas lekcji matematyki, ale mogt zastosowaé zwykle stosowany na lekcjach schemat
postepowania.

Strategia rozwigzania tego zadania sprowadzata sie do realizacji nastepujacych etapow:
obliczenia pola podstawy ostrostupa, obliczenia krawedzi podstawy ostrostupa, obliczenia
pola powierzchni jednej sciany bocznej ostrostupa, obliczenia wysokosci sciany bocznej
ostrostupa i obliczenia krawedzi bocznej ostrostupa.

Przyjrzyjmy sie szczegOlowej analizie zarbwno samego zadania i schematu punktowania
jego rozwigzan, jak i uzyskanych wynikéw.

Zadanie 23

Pole powierzchni bocznej ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest réwne 80 cm?,
a pole jego powierzchni catkowitej wynosi 144 cm? Oblicz diugo$é krawedzi podstawy
i dlugos¢ krawedzi bocznej tego ostrostupa. Zapisz obliczenia.
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W schemacie punktowania przewidziano dwa sposoby rozwigzania. Oba sposoby polegaty
na zauwazeniu, ze podstawg ostrostupa jest kwadrat (ktérego pole wprawdzie nie wprost, ale
byto podane) i obliczeniu krawedzi podstawy ostrostupa, a nastepnie obliczeniu wysokosci
Sciany bocznej. Aby obliczy¢ wysokos¢ $ciany bocznej, nalezato wykorzystac pole
powierzchni bocznej, pamietajac, ze sklada sie ono z pdl czterech trojkatow
réwnoramiennych.

Pierwszy sposéb przedstawiony w schemacie punktowania obrazuje metode obliczenia
krawedzi bocznej ostrostupa opartg na twierdzeniu Pitagorasa w tréjkacie,
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2

gdzie h oznacza wysokosc¢ sciany bocznej ostrostupa, a krawedz podstawy ostrostupa.

Drugi sposéb przedstawiony w schemacie punktowania obrazuje metode obliczenia krawedzi
bocznej ostrostupa opartg na twierdzeniu Pitagorasa w trojkacie,
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gdzie H oznacza wysokosc¢ ostrostupa, d przekgtng podstawy ostrostupa.

Gimnazjalisci otrzymywali 1 punkt, gdy obliczyli dlugo$¢ krawedzi podstawy ostrostupa lub
obliczyli pole jednej Sciany bocznej ostrostupa. Jezeli piszacy obliczyli tylko wysokosc¢ sciany
bocznej ostrostupa, wowczas otrzymywali 2 punkty. Uczniowie pokonali zasadnicze
trudnosci i otrzymali 3 punkty wtedy, gdy zastosowali poprawny sposéb obliczenia dtugosci
krawedzi bocznej (zastosowali tw. Pitagorasa). Schemat oceniania przewidywat sytuacje,
w ktorej piszgcy obliczyli diugos¢ krawedzi bocznej ostrostupa wynikajgcg z btednego
zastosowania pola powierzchni catkowitej lub pola powierzchni bocznej lub pola sciany
bocznej do wyznaczenia wysokosci sciany bocznej. Za takie rozwigzanie gimnazjalista
otrzymywat 2 punkty. Za pelne rozwigzanie, czyli osiggniecie poziomu najwyzszego Pe
(obliczenie diugosci krawedzi podstawy i diugosci krawedzi bocznej ostrostupa), uczen
otrzymywat 4 punkty.

Zadanie sprawdzajgce umiejetnos¢ wyznaczenia zwigzkébw miarowych w ostrostupie
prawidlowym czworokatnym okazalo sie dla piszgcych trudne. Maksymalng liczbe punktéw
za zadanie otrzymalo 18,4% piszacych z wojewoddztwa podlaskiego i 13,8% piszacych
Z wojewoddztwa warminsko-mazurskiego. Natomiast 54,5% i 60,3% piszgcych odpowiednio
z wojewddztwa podlaskiego i warminsko-mazurskiego nie otrzymato zadnego punktu za to
zadanie. Byli to uczniowie, ktérzy nie podjeli préby rozwigzania zadania lub nie stosowali
poprawnych metod wyznaczenia zwigzkéw miarowych w ostrostupie prawidtowym
czworokatnym, tj. poziom Po.

Gimnazjalisci, ktérzy za rozwigzanie zadania otrzymali maksymalng liczbe punktow,
zastosowali poprawng metode obliczenia krawedzi ostrostupa. Sprawnie radzili sobie ze
stosowaniem wzoréw na pola figur ptaskich i przestrzennych. Sprawnie postugiwali sie
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twierdzeniem Pitagorasa. Zadanie 23 bylo rozwigzywane przez trzecioklasistéw
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Wsrod rozwigzan byly tez takie, w ktérych uczniowie oryginalnie obliczali dtugo$¢é wysokosci
Sciany bocznej. Gimnazjalisci dostrzegli, ze ze $cian bocznych ostrostupa mozna zbudowaé
réwnolegtobok. Zdarzaly sie tez rozwigzania, w ktérych uczniowie brali do obliczen dwie
Sciany boczne i ze wzoru na pole réwnolegtoboku obliczali dtugos¢ wysokosci sciany bocznej
ostrostupa, 40 =8[h.

/\ (b4
gow 8704/\-
Hul=1lV,

V% / }(/ f,

gev\ XUAL

m} + }"4- % 25‘#,1,6,

N\
? aimn L e [(LZovuL P =1 Clz )

{}

>

i
00
@)
o
)

N

€0 E L6l |

Zdarzaly sie odpowiedzi uczniowskie, w ktérych trzecioklasisci rozwigzywali zadanie za
pomocag réwnania lub ukiadu réwnan. Autor pracy zapisat poprawne réwnanie, pamietat
0 sprawdzeniu warunkéw zadania. Wykazat sie sprawnoscig w rozwigzywaniu réwnan
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i stosowaniu jednostek. Na uwage zastuguje fakt, iz uczeh widzi potrzebe sprawdzenia
otrzymanego wyniku.
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Wsrdd rozwigzan pojawity sie prace, w ktérych uczniowie sprawnie radzili sobie z uktadami
2ah =80

a’?+2ah=144"

W prezentowanym ponizej rozwigzaniu uczen oblicza dlugos¢ krawedzi podstawy i dlugosc
krawedzi bocznej ostrostupa, ma jednak trudnosci w wyborze poprawnej metody
rozwigzania. Trudno dostrzec tok rozumowania ucznia. Czesto pojawialy sie prace,
w ktérych| zapis rozwigzania byt cr|1aotyczny.
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Zasadnicze trudnosci zadania pokonato 2% piszgcych z wojewodztwa podlaskiego i 1,9%
piszacych z wojewddztwa warminsko-mazurskiego, stracili punkt za bledy rachunkowe, czyli
osiggneli poziom Ps. Niektorzy prébowali wytgczyé czynnik przed znak pierwiastka

i zapisywali, ze liczba Va1 jest réwna +36+5 i otrzymywali 6v5. W dalszym ciggu do

stabych stron gimnazjalistow nalezy mata sprawnos¢ rachunkowa. W ponizszym rozwigzaniu
trzecioklasista popetnia btgd przy sumowaniu.
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W prezentowanym ponizej rozwigzaniu uczen blednie zaklada, ze trojkat prostokatny,
ktérego dwa boki (niewazne, ktdre) majg dlugosci 5 i 4, jest trOjkatem egipskim.
Trzecioklasista powinien wiedzie¢, ze przeciwprostokgtna w tréjkgcie prostokagtnym jest
najdtuzszym bokiem. Uczen naszkicowat czytelny rysunek, na podstawie, ktérego powinien
zauwazyc, ze jego zatozenie jest bledne.
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Czesto wystepujgcym bledem byla niewtasciwa interpretacja pola powierzchni bocznej.
Piszacy przyjmowali, ze pole powierzchni bocznej ostrostupa jest rowne polu jednego
trojkata rébwnoramiennego. Uczniowie, ktorzy szkicowali siatke ostrostupa, dobrze radzili
sobie z tym etapem zadnia. Czesto pojawialy sie rozwigzania, w ktorych uczniowie mieli

problem z wtasciwym wzorem, np. na pole trojkata, lub mylili pole powierzchni catkowitej
ostrostupa z polem powierzchni boczne;j.
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Autor ponizszego rozwigzania zakonhczyt rozwigzanie na obliczeniu wysokosci Sciany
bocznej ostrostupa, utozsamiajgc jg z krawedzig boczng (mimo iz zastosowat prawidtowe
oznaczenie literowe wysokosci). Nie byt to jednostkowy przypadek.
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Niewielki, ale konieczny postep na drodze do calkowitego rozwigzania, czyli poziom
P, osiggneto 17,8% gimnazjalistow, otrzymujac jeden punkt za rozwigzanie tego zadania.
Autor ponizszego rozwigzania poprawnie oblicza dtugos¢ krawedzi podstawy, ale kolejne
etapy rozwigzania zawierajg powazne btedy merytoryczne. Uczen btednie interpretuje pole
powierzchni bocznej jako pole jednej sciany bocznej, stosujgc przy tym zly wzér na pole
tréjkata. Ponadto ma problem z poprawnym zapisaniem twierdzenia Pitagorasa. Nie potrafi
wskazac tréjkata prostokgtnego.
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Wsrdd rozwigzan byly tez takie, w ktérych uczniowie zaktadali, ze sciana boczna ostrostupa
jest trojkatem réwnobocznym i obliczali diugosci krawedzi, stosujgc wzor na pole trojkata
a’3
4

catkowitej ostrostupa z polem podstawy. Czesto wystepujgcym bltedem byto mylenie wzoréw
na pole i obwdd kwadratu i obliczanie dlugos¢ krawedzi podstawy: 64 :4 =16. Wsrod
rozwigzan pojawialy sie prace, w ktérych uczniowie mylili ostrostup ze stozkiem czy tez
Z graniastostupem.

réwnobocznego (np.

=20). Zdarzalo sie ze uczniowie mylili wzory na pole powierzchni

Niemal w kazdym rozwigzaniu znalazt sie rysunek. Rysunek lub model utatwia uczniom
odczytanie relacji, ktora ma wyabstrahowa¢. Geometria zawiera szczegolnie przydatny
materiat do wyzwalania matematycznych intuicji oraz ksztatcenia kreatywnosci. Do
rozwigzania zadania czasem wystarczy rysunek, uczen powinien rysowa¢ podczas
rozwigzywania zadan tekstowych — ,rysowanie zadania’ jest jedng z najwazniejszych
strategii stuzgcych ich rozwigzaniu na kazdym szczeblu edukaciji.

Podsumowujac, nalezy stwierdzi¢, ze zadanie okazato sie dla ucznidéw bardzo trudne. Przy
rozwigzywaniu zadania uczniowie mieli problem z tworzeniem i realizowaniem planu
rozwigzania ukazanego w tresci zadania i kolejno z przeprowadzeniem wtasciwych obliczen.
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2.2. JAK UCzZYC ROZWIAZYWANIA ZADAN Z GEOMETRII PRZESTRZENNEJ

Aneta Zieba
Zespot Szkot w Zalewie

Justyna Klimaszewska
Samorzgdowe Gimnazjum w Zgbrowie

Zadania z geometrii, a w szczegOllnosci z geometrii przestrzennej, stanowig dla ucznidéw
duzg trudnosé. Zauwazamy, ze na przestrzeni lat jest to, niestety, proces postepujacy.
W czasie, gdy petnitysmy funkcje egzaminatorek egzaminu gimnazjalnego, zauwazytysmy,
ze W czesci prac zadania ze stereometrii pozostawaly, w przeciwieAstwie do innych,
nierozwigzane.

Przyczyn tej sytuacji jest prawdopodobnie wiele. Dla nas, nauczycieli matematyki, wazne
jest, jak pomoc uczniom, aby przezwyciezali te trudnosci. Zachecamy wiec ich do
podejmowania wysitku i préb rozwigzywania zadan z geometrii przestrzennej, nawet jesli nie
potrafig przedstawic ich w petni poprawnie. Niech staby uczen zrobi rysunek, naniesie dane,
a wtedy, dokonujgc analizy zadania, moze okazac sie, ze potrafi je czesciowo rozwigzac.

W nauczaniu nie mozna poming¢ nawet prostych dla uczniow tresci, poniewaz moze to
skutkowaé brakiem umiejetnosci podczas rozwigzywania zadan. Jesli nauczyciel zaniedba
rysowania bryt na ptaszczyznie, to niektorzy uczniowie mogg mie¢ problemy, np.
Z odczytywaniem danych zamieszczonych na rysunkach. Jesli szkoda mu bedzie czasu na
wykonywanie siatek i klejenie bryt, to stabsi uczniowie nie poradzg sobie ze zrozumieniem
zadan na pole powierzchni, bo nie beda potrafili, np. stwierdzi¢, jakimi figurami sg sciany
wieloscianu. Wazne jest, aby to uczniowie samodzielnie wykonali siatki podstawowych
wielosciandw i dlatego dobrze jest poswieci¢ 1-2 godziny na projektowanie i klejenie figur
przestrzennych. Korzystamy réwniez z gotowych siatek magnetycznych, ktére mozna
wielokrotnie sktada¢ i rozktada¢, mocowa¢ do tablicy, dzieki temu mozna przedstawic¢
réwniez inne siatki tej samej bryly.

W prawie kazdym gabinecie matematycznym znajdujg sie wykonane z drutu szkielety
podstawowych bryt na ktérych uczniowie zaznaczajg sznurkiem lub kolorowg gumkg np.
przekatne, wysokosci. Pozwala im to wyobraza¢ sobie, gdzie w istocie znajdujg sie
potrzebne wielkosci i potem je oblicza¢. Pokazujemy rowniez, stwarzajgc odpowiednie
warunki, cien takiego modelu. Uczniowie zauwazajg, ze krawedzie roéwnolegte
w rzeczywistosci, sa réwnolegte réwniez na cieniu. tatwiej poOzniej wykonujg rysunki
wielosciandw. Wykorzystywanie szkieletéw bryt, na kazdym etapie nauki wyraznie pomaga
W rozwigzywaniu zadan.

Gdy omawiamy objetosci, pokazujemy réwniez w praktyce zaleznos¢ miedzy objetoscig
graniastostupa i ostrostupa prostego o przystajgcych podstawach i rownych wysokosciach.
Warto zademonstrowaé, ile takich ostrostupow ,zmiesci sie" w graniastostupie.
Wykorzystujemy do tego sklejone modele bryt, w ktérych brakuje podstawy. Podobnie
pokazujemy zaleznos¢ objetosci walca i stozka o jednakowych promieniach i wysokosciach.
Mozna w tym celu uzy¢ np. ryzu, wody, piasku, w zaleznosci jakimi modelami bryi
dysponujemy. Dobrze, jesli to doswiadczenie wykonajg uczniowie samodzielnie. Starajmy
sie pamietac, ze uczen wiecej przyswoi wiadomosci, jesli sam ,dotknie i wykona”.

Zadania ze stereometrii sg trudne jeszcze z innego powodu. Uczen, aby je rozwigzac,
powinien dysponowac¢ wiedzg z zakresu geometrii ptaskiej. Majgc to na wzgledzie,
powinnismy powtorzy¢ wzory na pola wielokatéw, kofa i twierdzenie Pitagorasa oraz wzory
na przekatng kwadratu i wysokos¢ trojkgta rownobocznego.

Uczgc rozwigzywania zadah z geometrii przestrzennej, nie narzucamy uczniom formalnych
zapisOw rozwigzan. Bywa, ze gimnazjaliSci rozumiejg zadanie, ale jego rozwigzanie
przedstawiajg w uproszczonym zapisie, np. nie uzywajgc wzorOw. Z drugiej strony
zauwazamy i doceniamy tez ciekawe i nietypowe rozwigzania, ktére przedstawiajg
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uczniowie. Przy rozwigzywaniu juz nieco trudniejszych zadan, pomaga ,wyjmowanie " figur
ptaskich z bryt i rysowanie ich bez znieksztalcenia. Przydaje sie to szczegdlnie przy
zastosowaniu twierdzenia Pitagorasa.

Oproécz zwyktych pomocy dydaktycznych warto zainteresowac sie specjalnymi programami
komputerowymi. Kazdy nauczyciel zaopatrzony w komputer i rzutnik multimedialny (jeszcze
lepiej tablice interaktywna) znajdzie co$ dla siebie. Dostepne sg kursy, ktorych ukonczenie
pozwala wykorzystywa¢ dos¢ sprawnie mozliwosci konkretnego programu. Nie bez
znaczenia jest tez fakt, ze czes¢ tych programéw jest bezptlatha. Sprzet komputerowy
wymaga haktadéw finansowych i nie kazdg szkole sta¢ na wyposazenie kazdej
klasopracowni, ale jesli mamy tylko mozliwos¢, warto wigczy¢ technologie informacyjng na
state do swojej pracy.

Wiekszos¢ wydawnictw programow, z ktérych korzystajg nauczyciele w gimnazjum, oferuje
dodatkowe publikacje w postaci zadan, prezentacji multimedialnych, ¢wiczen itp. dostepnych
dla uczniéw. Korzystamy z nich w miare mozliwosci. Jesli w klasie mamy dostep do
Internetu, to sytuacja jest prostsza, bo wybdr jest wiekszy, a jesli mozemy poprowadzic¢
zajecia w pracowni komputerowej, gdzie kazdy ma dostep do swojego komputera, moze byé
bardziej interesujgco i pozytecznie.

Gimnazjalisci oczekujg potwierdzenia, ze zdobywana wiedza, bedzie dla nich uzyteczna
w przysztosci. Poniewaz bryly rozpoznajg w otaczajgcej rzeczywistosci, warto im wskazac,
w jakich okolicznosciach wiadomosci i umiejetnosci, ktére aktualnie zdobywajg, przydadza
sie im w dorostym zyciu (np. obliczanie objetosci zbiornikéw, ilosci farby do malowania
mieszkania itd.).

Zdajemy sobie sprawe, ze kazdy uczen jest inny. Mysli oraz uczy sie w inny sposob i mimo
pewnych podobienstw miedzy uczniami w klasie trzydziestoosobowej, znajdziemy kilka
réznych wzorcow myslenia. Jesli stosujemy zréznicowane metody i srodki w pracy
Z uczniami, mamy wieksze szanse dotrze¢ do kazdego. Wiemy doskonale, ze dobrze
rozwinieta wyobraznia przestrzenna, wykorzystywana podczas rozwigzywania zadan
egzaminu gimnazjalnego, bedzie stuzy¢ naszym uczniom przez cate zycie. Warto zatem jg
doskonali¢ przez odpowiednio dobrane ¢wiczenia. Starajmy sie, aby zadania ze stereometrii
nie byly tymi, ktore gimnazjaliSci od razu odrzucajg, jako niemozliwe do rozwigzania.
Zauwazmy i doceAmy wszystkie starania i préby ucznidw, ktore przyczynig sie do
osiggniecia sukcesu.
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