EGZAMIN EKSTERNISTYCZNY Z ZAKRESU LO DLA DOROStYCH MATEMATYKA

EGZAMIN EKSTERNISTYCZNY Z MATEMATYKI
Z ZAKRESU LICEUM OGOLNOKSZTALCACEGO DLA DOROSLYCH

PRZYKLADOWE ZADANIA EGZAMINACYJNE WRAZ Z ROZWIAZANIAMI

Ponizej prezentujemy przyktadowe zadania, ktére znalazty sie na egzaminie eksternistycznym
z matematyki z zakresu liceum ogdlnoksztatcgcego w latach 2008 i 2009, pogrupowane w zaleznosci
od sprawdzanych tresci.

I Liczby, wyrazenia algebraiczne, rownania i nierédwnosci

Zadanie 1. (4 pkt)
L 555

5"

ib=(2+v19)(2-+19)

Zaznacz na osi liczbowej liczby a =

Rozwiazanie
Obliczamy liczbe a, korzystajgc z definicji potegi o wyktadniku wymiernym oraz twierdzen
o dziataniach na potegach:
e 7z definicji potegi o wyktadniku catkowitym ujemnym:
i =a ldlaa# 0,stad %z 5°1,

e 7 definicji potegi o wyktadniku wymiernym:

1 1
Na=andlaa>0orazn€ N,stgd V5 = 5z
Z powyiszych definicji oraz twierdzenia o mnozeniu poteg o tych samych podstawach

obliczamy licznik:

1 11 1 11 1 11 12
c V5.53 =5-1.53.53 =5 1*3%3 — g71+3 = 5-1+4 _ 53

Z definicji potegi o wyktadniku wymiernym oraz twierdzenia o potedze potegi obliczamy

mianownik:
1 1\ 4 1
VB =5z czyli (V5)" = (52) =5:* =5,
Obliczamy liczbe a, korzystajgc z twierdzenia o dzieleniu poteg o tych samych podstawach:

53
a=2=552=5"2=5l=5
5
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Obliczamy liczbe b, korzystajagc ze wzoru skroconego mnozenia na sume i iloczyn takich

samych sktadnikow:

b=(2+V19)(2—V19) =22 — (VI9) =4—19 = —15

Liczby a i b zaznaczamy na osi liczbowej:

0 10 X
b a
Schemat punktowania
Nr Nr Nr Sprawdzana umiejetnos¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba
zadania | czynnosci | standardu punktow
Zdajqcy:
Zastosowanie wzoru na iloczyn
11 wykonuje dziatania na | poteg o tych samych podstawach 1
' potegach do zapisania licznika liczby a w
postaci: 5° lub 125.
I1.4)a konuje dziatania na
1.2 Ja) | wykonuje dzi ! Obliczenie a: a=5. 1
1. potegach
wykonuje dziatania na
1.3 liczbach Obliczenie b: b=-15. 1
niewymiernych
1.4 1.1 z.aznaczalllczby na osl Zaznaczenie a i b na osi liczbowe;j. 1
liczbowej

Zadanie 2. (1 pkt)

3 2

Wartos¢ liczbowa wyrazenia sz;lx dla x = _%_ to
A. 4
B. -1
2
C. 1
D. ]

Rozwiazanie
Przede wszystkim sprawdzamy, czy liczba —% nalezy do dziedziny wyrazenia. W tym celu

wstawiamy jg w miejsce x w mianowniku (mianownik powinien by¢ rézny od 0!).

, ( 1)2_2 1 1
0) = —

Liczba — % nalezy do dziedziny wyrazenia.
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| sposob

x3+4x2 . . . , .
do prostszej postaci, wytaczajac wspdlny czynnik poza

Przeksztatcamy wyrazenie s

nawias w liczniku i skracajgc utamek, czyli:

8x® +4x®  4x*(2x+1)
2x2 2x2

=2(2x + 1)

Nastepnie w miejsce x wstawiamy — 5] obliczamy wartos¢ liczbowa wyrazenia:

2(2-(—%)“)=2-(—1+1)=2-0=0

Il sposdb
Wystarczy, wykonujgc proste obliczenia w pamieci, zauwazy¢, ze dla x = —% zeruje sie
licznik. W takim razie utamek przyjmuje warto$¢ 0 dla x = —%, poprawng odpowiedzig jest

odpowiedz wskazana w punkcie D.

Schemat punktowania

Nr Nr Nr Sorawdzana umieietnosé Etapy rozwigzania Liczba
zadania | czynnosci | standardu P 1 zadania punktow
Zdajqcy:

wytgcza wspolny czynnik poza nawias

5 1 12 w celu uproszczenia wyrazenia i oblicza przedstawione 1
wartos¢ liczbowg wyrazenia wyzej
algebraicznego

Zadanie 3. (1 pkt)

Agata wptacita do banku 5000 zt na lokate roczng. Oprocentowanie tej lokaty w skali roku
wynosi 4%. Jakg kwotg bedzie dysponowata Agata po trzech latach? (Przyjmujemy, ze w tym
okresie Agata nie dokonuje zadnych operacji bankowych ibank nie pobiera podatku

od lokaty).

3
A. 5000 1+ 4 5000
100

4\
B. 5000{ 1+ —
100

. 5000+ > 50003
100

3 4
D. 5000 (1+ —)
100
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Rozwiazanie
Zadanie sprawdza znajomos$¢ wzoru na procent skfadany i jego zastosowania w sytuacji
praktycznej. Jezeli kapitat poczatkowy K ztozymy na n lat w banku, w ktérym oprocentowanie

lokat wynosi p% w skali rocznej, to kapitat koncowy K, wyraza sie wzorem
p n
Kn =K (1 + ﬁ) .

Prawidtowa odpowiedzig jest odpowiedz B.

Schemat punktowania

Nr Nr Nr Sprawdzana umiejetnosé¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba
zadania | czynnosci | standardu P Ie Py 3 punktow
Zdajqcy:
3 1 11 stosuje wzoér na procent sktadany w | przedstawione 1
' ' sytuacji praktycznej Wyzej

Zadanie 4. (3 pkt)

Rozwiaz réwnanie x3 — 6x%2 — 4x + 24 =0

Rozwiazanie

| sposob

Rozktadamy wyrazenie x3 — 6x? — 4x + 24 na czynniki, grupujac wyrazy, wylaczajac

wspdlny czynnik poza nawias i stosujgc wzory skréconego mnozenia:

x3—6x% —4x+24 = (x3 —6x%) — (4x — 24) = x*(x — 6) —4(x — 6)
=x—-6)(x*—-4)=((x—-6)(x—2)(x+2)

Réwnanie przyjmuje postac:

x—6)(x—2)(x+2)=0

lloczyn jest réwny 0, gdy przynajmniej jeden z czynnikéw tego iloczynu jest réwny 0. Stad:

x—6=0Ilubx—2=0Ilubx + 2 =0 czyli

x=6 lub x=2 Ilub x=-2

Il sposéb

Wymiernych pierwiastkdw rownania wielomianowego, o wspotczynniku przy x w najwyzszej

potedze réwnym 1, szukamy wsrdd dzielnikdw wyrazu wolnego, czyli dzielnikéw 24.

Dzielniki 24:

+1,+2,+3,+4,+6,+8,+12,+24.

Sprawdzamy, ktéra z ww. liczb jest pierwiastkiem wielomianu W (x) = x3 — 6x? — 4x + 24:
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W1)=13—-6-12—-4-1+24=1—-6—4+24 =15 # 0, czyli 1 nie jest pierwiastkiem
wielomianu.

WED=0-1)3-6-(-1)2—-4-(-1)+24=-1-6+4+24=21+#0, czyli -1 nie
jest pierwiastkiem wielomianu.

WR2)=22-6-22-4-24+24=8-6-4—8+24=0, czyli 2 jest pierwiastkiem
wielomianu.

Znajac rozwigzanie rownania wiemy, ze wszystkie pierwiastki tego wielomianu znajdziemy,
podstawiajgc kolejne dzielniki 24. Wielomian moze mie¢ jednak pierwiastki niewymierne,
ktorych w ten sposdb nie znajdziemy. Dlatego tez, gdy mamy jeden pierwiastek wielomianu,
korzystamy z twierdzenia Bezouta i dzielimy wielomian W (x) przez dwumian x — 2.

Najprosciej wykonamy dzielenie, korzystajgc ze schematu Hornera:

(x3 —6x% —4x+24):(x —2) =x? —4x — 12

1 -6 -4 24

2 1 -4 -12 0

Mozemy takze wykonac pisemne dzielenie wielomiandw:
(x3 —6x% —4x+24):(x —2) = x? —4x — 12
—x3 + 2x?
—4x? — 4x + 24
+4x? — 8x
—12x + 24
+12x — 24

Pozostatych pierwiastkdw réwnania szukamy wsrdd rozwigzan réwnania kwadratowego:
x2—4x—-12=0
A= (—4)?—4-1-(-12)=16+48 =64, JA=8

_4—8_—4_ _4+8_12_
WETT TR T T T Ty T T
Odpowiedz mozemy zapisa¢ na rozne sposoby, np. x € {—2,2,6} czy x = —2 lub x = 2 lub

x = 6 czy tez: rbwnanie spetniajg liczby -2, 2, 6.
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Schemat punktowania

Nr Nr Nr Sprawdzana umiejetnos¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba
zadania | czynnosci | standardu P I Py 3 punktow

Zdajqcy:

Zapisanie roGwnania w postaci,
np.x%(x —6)—4(x —6) =0
4.1 (lewa strona réwnania musi miec 1
posta¢ sumy iloczynéw, w ktorych
wystepuje ten sam czynnik).

11.4)d) stosuje algorytm do Przeksztatcenie  réwnania  do
4 4.2 rozwigzania réwnania postaci iloczynowej, np. 1
wielomianowego (x—6)(x2—-4)=0
Wyznaczenie zbioru rozwigzan
réwnania: np. x € {—2,2,6} czy
4.3 x=—-2lubx =2lubx =6czy 1

tez ,rownanie spetniaja liczby -2,
2,6”

Zadanie 5. (3 pkt)
Cene telewizora obnizono w styczniu o 10%, a nastepnie w lutym o 140 ztotych. Po obu
obnizkach telewizor kosztowat 1300 ztotych. Oblicz cene telewizora przed obiema

obnizkami.

Rozwigzanie

Niech x bedzie ceng telewizora przed obnizkami. Wdwczas cena telewizora po pierwszej
obnizce bedzie rowna:

x—10% -x=x—0,1x = 0,9x

Cena telewizora po nastepnej obnizce o 140 zt wynosi 0,9x — 140. Stad dostajemy réwnanie
0,9x — 140 = 1300, ktére rozwigzujemy.

0,9x = 1300 + 140

0,9x = 1440

9x = 14400

x = 14400:9

x = 1600

Odpowiedz: Cena telewizora przed obnizkami wynosita 1600 zt.
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Schemat punktowania

Nr . Nr L. Nr Sprawdzana umiejetnos¢ Etapy rozwigzania zadania LiCZb?
zadania | czynnosci | standardu punktéow
Zdajqcy:
Zapisanie ceny telewizora po
51 pierwszej obnizce, np. 0,9x, 1
' rozwigzuje zadanie gdzie x jest ceng poczatkowa
5 11.3)a) tekstowe prowadzgce telewizora.
do obliczen Zapisanie ceny po drugiej obnizce
5.2 procentowych i utozenie réwnania: 1
0,9x—-140=1300.
5.3 Rozwigzanie réwnania: X =1600. 1
I Funkcje

Zadanie 6. (3 pkt.)

Na ponizszym rysunku przedstawiono wykres funkgcji f.

Na podstawie tego wykresu:

a) podajliczbe miejsc zerowych funkgc;ji f,

b) zapisz maksymalny przedziat, w ktérym funkcja f jest rosnaca,

c) rozwiaz nieréwnos¢ f(x)<0.
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Rozwiazanie

a) Zadanie sprawdza umiejetno$¢ odczytywania wtasnosci funkcji z wykresu. W tym
podpunkcie przypominamy sobie, Ze geometrycznie miejsca zerowe znajdujemy
w przecieciu wykresu funkcji z osig OX. Stad natychmiastowa odpowiedz — mamy
3 miejsca zerowe.

b) Funkcja jest rosngca w przedziale (a, b), gdy dla x,, x, € (a,b) i x; > x, zachodzi
f(xy) > f(x,), czyli wraz ze wzrostem argumentéw w tym przedziale rosng wartosci
funkcji. Odpowiedz — funkcja f jest rosngca w przedziale (0, 3).

c) Rozwigzanie nieréwnosci takze odczytujemy z wykresu — sg to te x, dla ktorych wykres
jest pod osig OX, czyli x € (—3,1).

Schemat punktowania

Nr Nr Nr Sprawdzana umiejetnos¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba
zadania | czynnosci | standardu punktow
Zdajgcy:
Zapisanie liczby miejsc zerowych
6.1 .. 1
funkcji f: 3
Zapisanie maksymalnego
6.2 odczytuje whasnosci przedziatu, w ktérym funkcja f 1
6. l.4)e) |funkcji na podstawie jej jest rosnaca: (0,3)
wykresu Zapisani ; .
apisanie rozwigzania
6.3 nieréwnosci f(x)< 0dIa 1
X e (— 3, 1)
Zadanie 7. (1 pkt)
Dziedzing funkcji przedstawionej na "
3 £

wykresie jest

Rozwiazanie
Zadanie na odczytywanie dziedziny funkcji z wykresu. Dziedzine odczytujemy rzutujac

prostopadle wykres na 0 OX, w tym wypadku jest to przedziat (—3, 4) - odpowiedz A.
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Schemat punktowania

Nr Nr Nr Sprawdzana umiejetnos¢ Et i ia zadani Liczba
zadania | czynnosci | standardu P 1 apy rozwiazania zacania punktow
Zdajqcy:
odczytuje wtasnosci funkcji na Zapisanie dziedziny
7. 6.1 I.4)e) L . 1
podstawie jej wykresu funkcji f.

Zadanie 8. (3 pkt)
Funkcja kwadratowa f okreélona jest wzorem f(x) = 2x? — x + 1. Zapisz wzér funkcji f

w postaci kanonicznej.

Rozwigzanie
| sposob
Wzér funkcji kwadratowej mozemy zapisa¢ w trzech postaciach:
e 0godlnej, tzn. f(x) = ax? + bx + ¢, gdzie a, b, ¢ to wspétczynniki.
e kanonicznej, tzn. f(x) = a(x — p)? + q, gdzie a to wspétczynnik, (p, ) to wspdtrzedne
wierzchotka paraboli, p = ;—Z, q= ;—2 (A= b? — 4ac).
e iloczynowej, tzn. dlaA>0,f(x) =alx —x;)(x —x;),dlaA= 0, f(x) = alx — x,)?,

dla A< 0 postac iloczynowa nie istnieje.

Mamy podang posta¢ ogolng funkcji kwadratowej, gdzie a = 2,b = —1,c =1, musimy
obliczy¢ A, p, q i podstawi¢ odpowiednie wielkoéci do wzoru f(x) = a(x — p)? + q.
A=b*—4ac=(-1)?-4-2-1=1-8=-7

= 1 =(=7) 7

2.2 417742 "%
Podstawiamy do wzoru

2

mfe Y

Ogdlnie w wiekszosci zadan na rozwigzywanie rownan kwadratowych, czy tez dotyczacych
funkcji kwadratowej, wazne jest, aby wypisa¢ wartosci a, b, ¢, a nastepnie podstawic je do

odpowiednich wzoréw, zwracajgc uwage na znaki liczb!

Il sposéb

Przeksztatcamy tak dfugo wyrazenie 2x% — x + 1, az zapiszemy je w postaci kanonicznej:
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2x2—x+1=Z(xz—%x)+1=2<(x—1)2—i)+1=2(x—3)2—i+1=

2(e- 3 - 1m2(e- ) 4

Korzystaliémy z wytgczania wspdélnego czynnika poza nawias i wzoréw skréconego mnozenia.
Oczywiscie, mimo ze w schemacie oceniania nie jest przewidziane takie postepowanie, za to

rozwigzanie egzaminatorzy przyznajg maksymalng liczbe punktow.

Schemat punktowania

Nr Nr Nr Sprawdzana umiejetnosé Et i ia zadani Liczba
zadania | czynnosci | standardu P Ie apy rozwiazania zadania punktéow
Zdajqcy:
. 1
8.1 Wyznaczenie p: p = Z 1
S
8.2 zapisuje wzor funkcji Wyznaczenie g: g = g 1
8. .4 twadrétow.ej W postaci Zapisanie wzoru w postaci
anoniczne kanonicznej:
8.3 2 1
1 7
y=2| X——| +—.
4 8
i Ciagi

Zadanie 9. (4 pkt)

Cigg arytmetyczny (an) okreslony jest wzorem a, =4n+5,dla n=1, 2, 3.... Oblicz

a) pierwszy wyraz i réznice tego ciggu.

b) sume trzydziestu pierwszych wyrazéw tego ciggu.

Rozwigzanie

a) Obliczamy pierwszy wyraz ciggu (a,,) , czyli wstawiamy w miejsce n jedynke: n = 1.
a;=4-14+5=4+4+5=09.

Aby obliczy¢ réznice tego ciggu wystarczy obliczy¢ jego drugi wyraz a,, wstawiajgc w miejsce
n dwodjke: n = 2, a nastepnie obliczyé réznice r = a, — a4,

a,=4-2+5=8+5=13,

r=13-9=4

b) Aby obliczy¢ sume trzydziestu pierwszych wyrazéw tego ciggu, korzystamy ze wzoru

na sume n wyrazow ciggu arytmetycznego S,, = ai;a” -n. Obliczenia robimy dlan = 30

PRZYKEADOWE ZADANIA EGZAMINACYJNE
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Az =4-30+5=120+5 = 125

a; + azg 9+ 125 134
530:T-BO27-3027-30:67-3022010

Schemat punktowania

Nr Nr Nr Sprawdzana umiejetnosé Etapy rozwigzania zadania Liczba
zadania | czynnosci | standardu Py 3 punktéw
Zdajqcy:

91 stosuje wzér na n-ty wyraz Obllczenl.e PIerwszego 1
ciagu arytmetycznego do wyrazu ciggu (a,): & =9.
obliczenia wyrazu pierwszego |Obliczenie réznicy ciggu

9.2 i réznicy (an); r=4. 1

9. 1.2 stosuje wzor na sume n Obliczenie 30 do
93 WYyrazow ciqgu wykorzystania we wzorze na 1

' arytmetyicznego sume 30-tu wyrazéw ciggu

a a
Sy = % arytmetycznego (Ss).
Obliczenie sumy
9.4 oblicza sume wyrazéw ciggu 1
& Wy ‘Y| g = 2010.

Zadanie 10. (4 pkt)

Dany jest ciag arytmetyczny (an ), w ktorym a, =5, a, =14.
a) Oblicz réznice i pierwszy wyraz tego ciagu.

b) Wyznacz wzdr na n-ty wyraz tego ciggu.

c) Oblicz sume dziesigciu kolejnych poczgtkowych wyrazéw tego ciggu: a, +a, +a, +...+ &,

Rozwiazanie

a) Korzystamy ze wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego a,, = a, + (n — 1)r, stad
a=a+QR-r=a,+r

as=a;+G—-Dr=a, +4r

Uktadamy ukfad réwnan z dwiema niewiadomymi a,i r.

{ a,+r=>5
a, +4r =14

Rozwigzujemy uktad réwnan np. metodg przeciwnych wspdtczynnikdéw (inaczej dodawania

stronami).
{ a,+r=>5
—a; —4r =-14
—3r =-9
r=23

PRZYKEADOWE ZADANIA EGZAMINACYJNE
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{a1 =2

Zamiast uktadac i rozwigzywac uktad réwnan, mozemy skorzystac z zaleznosci as — a, = 3r.

Wowczas 3r =14 —5=9,r = 3,

b) Ponownie korzystamy ze wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego a,, = a; + (n — 1)r,
wstawiajgc obliczone wartosci a, i r.

a,=2+n—-1)-3=2+3n—-3=3n—1,wzérnan-tywyraza, = 3n— 1.

c) Aby obliczy¢ sume dziesieciu kolejnych poczatkowych wyrazéw tego ciggu, korzystamy ze

a;+an
2

WzOoru na sume n wyrazow ciggu arytmetycznego S, = -n. Obliczenia robimy dla

n = 10.
ap=3-10—1=30—-1=29

a; + aqg 2+ 29
SlozT-loz 5

31
-1027-10231-52155

Schemat punktowania

Nr Nr Nr Sprawdzana umiejetnos¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba
zadania | czynnosci | standardu punktow
Zdajgcy:
Zapisanie uktadu rownan
pozwalajgcego wyznaczy¢
stosuje wzér na n-ty wyraz | réznice i pierwszy wyraz
ciggu arytmetycznego do ] a+r=>5
10.1 2 o_bliczenia wyrazu clagu: a, +4r=14" 1
ierwszego i réznic ) , , .
1.3 P 8 ¥ Zamiast uktadu réwnan moze
1.5 to by¢ zapisanie zaleznosci
zna algorytmy potrzebne do Y P
. . . a;—a, =3r.
10. rozwigzywania uktadow
réwnan. Obliczenie pierwszego
10.2 wyrazu i réznicy ciagu (a,): 1
a,=2.r =3
103 stosuje wzdr na n-ty wyraz Wyznaczenie wzoru na n-ty 1
' Ciggu arytmetycznego wyraz ciggu: a, =3n-1.
1.2 Obliczenie sumy dziesieciu
10.4 oblicza sume wyrazéw ciggu | kolejnych  wyrazow  ciggu| 1
(a,): S,, =155.

PRZYKEADOWE ZADANIA EGZAMINACYJNE
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Zadanie 11. (3 pkt)

1
Dany jest cigg geometryczny (a,) dla n>1, w ktérym a, =8 i q= > Oblicz dziesigty wyraz
ciagu (a,) i sume pieciu poczatkowych wyrazéw tego ciggu.

Rozwiazanie
Korzystajac ze wzoru na n-ty wyraz ciggu geometrycznego a,, = a, - q" %, obliczamy 10-ty
WwWyraz Ciggu
1\’ 1\° 1
— . 10_1:8'— :23_2—9:23—9:2—6:(_) —
o = (2) 2) T 64

Korzystamy ze wzoru na sume n wyrazow ciggu geometrycznego S,, = %_qq) dlag #1

N =

1
5 1 4 2 2

8-(1—(1)5> 1 31
_a(1-q°) 2 _8'(1—3—2)_8-3—2_31. 31 31
% = 1-q 1_% B B 2+ _T.

N| =

Schemat punktowania

Nr Nr Nr Sprawdzana umiejetnos¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba
zadania | czynnosci | standardu Zdajgey: punktow
Zapisanie wzoru
ogdlnego ciggu w
111 postaci np.: 1
1 n-1
. . a, = 8- (_j :
postuguje sie wzorami 2
11 L2 dotyczacymi ciggu Obliczenie dziesigtego
112 ' geometrycznego do rozwigzania | 1
problemu matematycznego wyrazu ciggu: a, 64
Obliczenie sumy pieciu
oczatkowych wyrazéw
113 poczatiowy ) Y 1
ciggu: S, =1SE.

PRZYKEADOWE ZADANIA EGZAMINACYJNE
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\Y} Geometria

Zadanie 12. (1 pkt)
Z faktu, ze proste ki [ s3 rownolegte wynika,
ze odcinek x ma dtugos¢
A 3 18
B. 6

“ : N\

D. 12

Rozwiazanie
Typowe zadanie na zastosowanie podobienstwa tréjkatéw, z ktdrego w oczywisty sposéb

otrzymujemy proporcje

18 6
x+3 3
18

et 2, z whasnosci proporcji otrzymujemy proste rownanie

2(x+3)=18czylix+3 =9,wiecx =6

Schemat punktowania

Nr Nr Nr Etapy rozwigzania Liczba

S d iejetnos¢
zadania | czynnosci | standardu prawdzana umiejetnosc zadania punktow
Zdajqcy:

stosuje wtasnosci figur podobnych (lub

12 121 .6 twierdzenie Talesa)

jak wyzej 1

Zadanie 13. (1 pkt)

Prostokat AB'C'D’ jest podobny w skali 2 do prostokata ABCD, ktérego pole jest réwne
1,2 cm?. Pole prostokata AB 'C'D'jest rowne

A. 1,44 cm?

B. 2,4 cm?

C. 4,8cm?

D. 1,2 cm?
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Rozwiazanie

Przypominamy sobie, ze stosunek pdl figur podobnych jest rowny kwadratowi skali
podobieristwa, czyli prostokat AB'C'D' ma pole 4 razy wieksze niz prostokat ABCD,
1,2 - 4 = 4,8 (cm?). Poprawna jest wiec odpowiedz C.

Schemat punktowania

Nr Nr Nr Sorawdzana umieietnosé Etapy rozwigzania Liczba
zadania czynnosci standardu P Ie zadania punktéow
Zdajqcy:

stosuje wtasnosci figur ) ..
13. | 13.1 1.6 J 8 jak wyzej 1
podobnych

Zadanie 14. (4 pkt.)

Punkty A =(-3,-2),B =1(0,2),C = (6,—6) sg wierzchotkami trojkata ABC. Napisz
rownanie prostej zawierajgcej bok AB i oblicz obwdd tego trojkata.

Rozwiazanie

Najprosciej znalezé¢ rownanie prostej AB wykorzystujgc wzdér na rownanie prostej

przechodzacej przez punkty o wspétrzednych (xq,y,) i (x5, v,).

2= V1 . 2—(-2
Y=y =22 (- x), ayliy - (-2) = 252 (x - (-3))
2 1

0-(-3)
2+2
y+2= 3 (x+3)
4
y=§(x+3)—2
2 +4 -2
y—§x+

Aby obliczyé obwdéd tréjkata ABC, musimy obliczy¢ dtugosci jego bokéw AB, AC, BC.
Korzystamy ze wzoru na dtugo$¢ odcinka, majac dane wspétrzedne jego koricow A = (x4, y4)
i B = (x2,y2).

|AB| = \/(xz —x1)% + (¥, — y1)?% cayli

|AB| = \/(0 —(-3)) +(2-(-2) =32 +42=V9+16=V25=5

|AC| = J(6 ~(=3)) +(=6-(=2))" = VP + (-4 = VBT + 16 =97

IBC| = /(6 —0)2 + (—6 — 2)% = /62 + (—8)2 = V36 + 64 = V100 = 10
O0bwédaspe = |AB| + |AC| + |BC| = 5+ V97 + 10 = 15 + 97

PRZYKEADOWE ZADANIA EGZAMINACYJNE
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Schemat punktowania

Nr Nr Nr Sprawdzana umiejetnos¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba
zadania | czynnosci | standardu punktow
Zdajqcy:
Wyznaczenie réwnania prostej AB:
wyznacza
14.1 , . . 1
rownanie prostej y:§x+2.
Prawidtowe obliczenie dtugosci trzech
14. 14.2 [I.2 | oblicza odlegtos¢ | bokdéw — 2 pkt. 5
' dwéch punktéw Prawidtowe obliczenie dtugosci
jednego lub dwdch bokdéw — 1 pkt.
oblicza obwéd Obliczenie obwodu tréjkata
14.3 L. , 1
trOJkata ABC: ObWOdAABC =15+ +v97

Zadanie 15. (5 pkt.)

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedZ boczna b=10 jest nachylona do
ptaszczyzny podstawy pod katem S =45". Kat nachylenia Sciany bocznej do pfaszczyzny

podstawy wynosi & . Sporzadz rysunek pomocniczy. Oblicz:
a) objetos¢ V tego ostrostupa.

b) tangens kata o .

Rozwiazanie

We wszystkich zadaniach ze stereometrii zasadniczg role odgrywa tzw. rysunek pomocniczy.
Na nim zaznaczamy wielkosci, ktore znamy, jak réwniez te, ktére musimy obliczyé. Bardzo
wazna jest dobra analiza zadania, szczegdlnie, gdy jest wiele rzeczy do zrobienia. Proponuje
wykonanie tej analizy zgodnie z zamieszczonym ponizej schematem.

1. Rysunek pomocniczy

PRZYKEADOWE ZADANIA EGZAMINACYJNE
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2. Dane
b=10
B =45°

3. Szukane zasadnicze
V = ? V — _a2 . h

h
tga =7 tga =+
—-a

2

4. Szukane pomocnicze
a="7?
h=?

5. Rozwigzanie

Zadanie sprowadza sie do obliczenia wielkosci a ih. Szukamy na rysunku tréjkatéw
prostokatnych, ktére mozemy rozwigzaé i tym samym obliczy¢ brakujace wielkosci. Z ASS'C

i funkcji trygonometrycznych mozemy obliczy¢ a i h.

sinff = %, czylisin45° = 1%, g = 1%, 2h =10v2, h=5V2
az a2
|S'C| = aTﬁ (potowa przekatnej kwadratu o boku a), czyli cos 45° = %0, g = %0,

aVv2 = 10\/5, a=10
Wielkosci a i h moglismy takze obliczy¢ inaczej. Z warunkéw zadania wynika, ze ASS'C jest

tréjkatem prostokatnym réwnoramiennym, gdzie b jest jego przeciwprostokgtng. Wowczas

h=lsc|=22 b =hZ b=22-VZb=a,cylia=10,h = 5VZ.
W tym momencie pozostato nam tylko podstawienie obliczonych wielkosci do wzoru na

objetos¢ ostrostupaitg a.

1 1 500v2
V=ca? h=2-102-5V2 =
3 3
h  5V2
7a
C s Y . 500V2 .3
Odpowiedz. Objetos¢ ostrostupa wynosi j2, tga = V2.
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Schemat punktowania

Nr Nr Nr Sprawdzana umiejetnos¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba
zadania | czynnosci | standardu P I Py 3 punktow

Zdajqcy:

Sporzadzenie rysunku i
zaznaczenie katow

oif.

wskazuje kat dwuscienny oraz kat

15.1 | 1.6)d) | miedzy prostg a ptaszczyzng na h 1
rysunku 3

15. Obliczenie wysokosci
15.2
ostrostupa h: h = 572.

wykorzystuje zwigzki miarowe w | Obliczenie dtugosci
I1.3)c) |ostrostupie do obliczenia dtugosci | krawedzi podstawy
15.3 odpowiednich odcinkéw ostrostupaa: a=10 1
lub dtugosci przekatnej

podstawy d: d =102

Obliczenie objetosci
ostrostupa V-

15.4 | 11.4)f) | oblicza objetos¢ ostrostupa 1
)f) je p 50042
V= .
3
155 wyznacza warto$é funkgji Obliczenie tangensa 1
' trygonometrycznej kata ostrego kata o : tgoa = V2.

Zadanie 16. (3 pkt.)
Oblicz wartos¢ wyrazenia sina -cosa +tga, wiedzacze tga =2 i 0° <a < 90°.
Rozwiazanie
Zadanie na zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata:
sin®a + cos?a =1, czyli tzw. jedynka trygonometryczna oraz tga = sma. Z drugiej

cosa
. L . . . sina . . .. .. . .
rownosci wynika, ze 2 = oo Wige sina = 2cosa. Wstawiajac w miejsce sina w jedynce
trygonometrycznej 2cosa, otrzymujemy réwnanie z jedng niewiadomg cosa.

(2cosa)? + cos*a =1

PRZYKEADOWE ZADANIA EGZAMINACYJNE
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4cos’a + cosa =1
5cos’a =1

2 1
cos~«a :E.

Poniewaz kat a jest kagtem ostrym, to w rozwigzaniu réwnania kwadratowego z niewiadomg

cosa bierzemy pod uwage jego rozwigzanie dodatnie

cosa = |-

=

1 . . . ;s . .
Przeksztatcamy - Usuwajac niewymiernosc z mianownika:

{_Wi_1_ 1%
5 V5 V5 V545 5

stad

V5 . . 245
cosa = —, sina = 2cosa, sina = -

Obliczone wartosci wstawiamy do wyrazenia sina - cosa + tga.

25 /5 2-5 2 2
L 42= 4 2=-42=2-=

sina - cosa + tga = T =TT c c

Schemat punktowania

Nr Nr Nr Sprawdzana umiejetnosé Etapy rozwigzania zadania Liczba
zadania | czynnosci | standardu Py 3 punktéw
Zdajgcy:
Wykorzystanie zwigzku
sina
tga = do
16.1 CoSc 1
zapisania zaleznosci np.:
sina=2cosa .
) L Wykorzystanie zwigzku
wykorzystuje zwigzki miedzy _yz y ) 2
. . sin“a+cos“a =1 do
funkcjami trygonometrycznymi )
16.2 .| wyznaczenie COS« : 1
16. II.2 | tego samego kata do wyznaczenia \/_
wartosci wyrazenia cosSq = N5
trygonometrycznego
Wyznaczenie SIna :
. 2N5 . . .
sina =—— i obliczenie
16.3 5 1

- . 2
wartosci wyrazenia: ZE
lub2,4.

PRZYKEADOWE ZADANIA EGZAMINACYJNE
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\" Statystyka i rachunek prawdopodobienstwa

W wielu zadaniach z rachunku prawdopodobiefnstwa przede wszystkim musimy wypisac
elementy zbioru zdarzen elementarnych 2 i obliczy¢ moc tego zbioru. Przy matej liczbie
zdarzen elementarnych wypisanie ich wszystkich nie stanowi problemu, tatwo wdéwczas
wypisa¢ zdarzenia sprzyjajace zajsciu zdarzen A, B, C, .., obliczy¢ ich moce
i prawdopodobienstwa. Przy wiekszej liczbie zdarzen elementarnych musimy korzysta¢ z
kombinatoryki. Wybieramy sposrdd czterech mozliwosci — sg to: kombinacje bez powtérzen,
wariacje bez powtdrzen, wariacje z powtdrzeniami i permutacje. Czesto trudno podjgc
decyzje w sprawie wyboru witasciwego sposobu obliczen, wéwczas mozemy zastosowac
ponizszy algorytm, w ktérym k jest liczbg losowanych elementdéw, a n to liczba wszystkich
elementédw w danym zbiorze (z nich losujemy).

Czy istotna jest kolejnos¢ losowanych elementéw?

..

Czy elementy mogga sie powtarzac? Kombinacje bez
powtdrzen, losujemy
k elementéw z n,

NIE oczywiscie k < n.

]

k_ (M _ n:
g it = () =
Czy losujemy wszystkie elementy?

Wariacje
z powtdrzeniami,
typowe losowanie

ze zwracaniem NIE
Wnk = nk
—_— =
k=n k<n
Permutacje Wariacje bez powtérzen,
bez typowe losowanie bez
powtdrzen zwracania
— I
P, = n! Vnk _ n:
(n—k)!

Zadanie 17. (4 pkt.)

Ze zbioru liczb {2, 3,4,5, 6} losujemy kolejno dwa razy po jednej liczbie bez zwracania.
Oblicz prawdopodobienistwa zdarzen:

A —iloczyn wylosowanych liczb jest liczbg nieparzystg,

B — wsrod wylosowanych liczb jest liczba 4,

C — mniejszg z wylosowanych liczb jest liczba 4.
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Rozwiazanie

| sposob
Jest to losowanie bez zwracania, do obliczenia mocy zbioru 2 stosujemy wzér V¥ = (nr_l!k)',
k =2,n=>5czyli:
Q] = vk = nl 5! _5!_3!-4-5_4 & = 20
" T (n=k) (5=-2) 31 31 B

|2| — jest to jeden ze sposobu zapisu mocy zbioru, czyli — przy zbiorach skoriczonych —
liczby elementow tego zbioru; inny zapis oznaczajgcy moc zbioru 2 to Q.

Aby obliczy¢ moc zbioru A zwracamy uwage na fakt, ze iloczyn dwdch liczb bedzie liczbg
nieparzystg gdy dwie wylosowane liczby beda nieparzyste, czyli pierwszg liczbe mozemy
wylosowac na dwa sposoby (dwie liczby nieparzyste w zbiorze) a druga na jeden sposdb (bo
jest to losowanie bez zwracania).

|[Al=2-1=2

Prawdopodobiedstwo  zdarzenia  obliccamy  korzystajac z  klasycznej  definicji

prawdopodobierstwa.

P(A):izizo,l

20 10

Obliczamy moc zbioru B, liczbe 4 mozemy wylosowa¢ na dwa sposoby, jako pierwszg

z wylosowanych liczb lub jako drugg. Pozostate liczby mozemy wybraé na cztery sposoby,

czyli:

|B|=2-4=38

P(B) = s _1 =04
20 10

Podobnie obliczamy moc zbioru C, liczbe 4 mozemy wylosowa¢ na dwa sposoby, jako
pierwszg z wylosowanych liczb lub jako druga. Pozostate dwie liczby wieksze od 4, czyli 5 lub

6, mozemy wybra¢ na dwa sposoby, stad:

|ICl=2-2=14

P(C):i:izo,z
20 10

Il sposéb

Wypisujemy wszystkie elementy zbioru (2 (wszystkie zdarzenia elementarne).
0 ={(2,3),(2,9,(2,5),(26),(3,2),3,4,3,5),(3,6),(4,2),(4,3),(4,5),(4,6),(5,2),(5,3),(5,4), (5,6),(6,2), (6,3), (6,4), (6,5}
Jest ich 20, stad |2| = 20
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Wypisujemy zdarzenia sprzyjajace zajsciu zdarzen A, B, C, zapisujemy moce zbioréw A, B, C

(czyli liczbe elementdéw tych zbioréw) i obliczamy ich prawdopodobienstwa wedtug definicji

klasycznej prawdopodobieristwa.

A=1{@3,5),(53)}

1A] =2
P(4) I
20 10
B =1{(2,4),(3,4),(4,2),(4,3),(4,5),(4,6),(5,4),(6,4)}
|B| =8
P(B) 82 o4
20 10
C={(45),(46),5,4),(6,4)}
IC] =4

P(C) = r_2 =0,2
20 10

Schemat punktowania

Nr Nr Nr

Sprawdzana umiejetnos¢ i i i
zadania | czynnosci | standardu P 1e Etapy rozwigzania zadania

Zdajqcy:

Liczba
punktow

Zapisanie liczby wszystkich
17.1 zdarzen elementarnych:
|]=5-4.

Zapisanie liczby zdarzen
elementarnych sprzyjajgcych
zajsciu zdarzenia A i obliczenie
prawdopodobienstwa zdarzenia

1
A:|A[=2, F>(A)=E

17.2

17. zlicza obiekty w prostej
sytuacji kombinatorycznej

Zapisanie liczby zdarzen
1.7)b) . er
11.4)g) oblicza elementarnych sprzyjajacych
prawdopodobienstwo zajéciu zdarzenia B i obliczenie

zdarzenia wg definicji prawdopodobieristwa zdarzenia

K '
aeveendl B: |B|=8, P(B)z%.

17.3

Zapisanie liczby zdarzen
elementarnych sprzyjajgcych
zajsciu zdarzenia Ci obliczenie
prawdopodobienstwa zdarzenia

C: [C|=4, P(C)=%.

17.4
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Zadanie 18. (3 pkt)

Rzucamy dwa razy symetryczng szeScienng kostkg do gry. Oblicz prawdopodobienstwo
otrzymania w kazdym rzucie liczby oczek podzielnej przez 3. Wynik zapisz w postaci utamka

nieskracalnego.

Rozwiazanie

(- dwuelementowe wariacje z powtdrzeniami zbioru szesciocioelementowego,
k=2,n=6WkF=nk

0| =W2 =6%=36

A - otrzymanie w kazdym rzucie liczby oczek podzielnej przez 3, dwuelementowe wariacje z
powtdrzeniami zbioru dwuelementowego (wybieramy dwie liczby z liczb 3 i 6).

Al =WE=22=4

Z definicji klasycznej prawdopodobienstwa

P(4) = 4 1
36 9
Schemat punktowania
Nr Nr Nr Sprawdzana umiejetnos¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba
zadania | czynnosci | standardu punktow
Zdajgcy:
Obliczenie mocy zbioru :
18.1 1
2] = 36
zlicza obiekty w prostej Obliczenie mocy zdarzenia A:
18.2 .. . . 1
sytuacji kombinatorycznej |A| = 4
1.7)b) Obliczenie
18. II.4)g) oblicza prawdopodobienstwa
' prawdopodobienstwo zdarzenia A izapisanie
18.3 zdarzenia wg definicji w postaci utamka 1
klasycznej nieskracalnego:
1
P(A) =—
4) =3

Zadanie 19. (1 pkt.)
Wykonano 11 rzutéw kostkg do gry i otrzymano, po uporzgdkowaniu, nastepujace liczby

oczek:1,1,1,2,2,3,3,4,5, 6, 6. Mediana uzyskanych wynikédw wynosi

A 1
B. 2
2
C. 3
p. 2
2
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Rozwiazanie
Korzystamy z definicji mediany — dla nieparzystej liczby uporzagdkowanych wyrazéw ciggu

jest to wyraz srodkowy ,czyli 3 (odpowiedz C).

Schemat punktowania

Nr Nr Nr Sprawdzana umiejetnosé Etapy rozwigzania Liczba

zadania czynnosci standardu zadania punktéow
Zdajqcy:

wyznacza mediane podanych

13. 13.1 1.7)a) wynikéw

jak wyzej 1

Vi Roine
Zadanie 20. (5 pkt)
W tabeli zapisano pie¢ zdan. Wpisz w wolng rubryke litere P, jezeli uwazasz, ze zdanie jest

prawdziwe, albo litere F, jesli uznasz zdanie za fatszywe.

L.p. Zdanie P/F

1
1. =2-1
V2 +1
X+Yy=5

2. | Uktad réwnan {2 8 jest uktadem rownan sprzecznych.

X+3y =
371 \/§ _ 370,5
Ciag (an) okreslony wzorem a, =n+1 jest arytmetyczny.

Funkcja g(x) =/3x-2 jest funkcjg malejaca.

Rozwigzanie

Zadania tego typu nie wymagajg pracochtonnych obliczen, najlepiej przyjrze¢ sie uwaznie
przyktadowi i skorzystac ze swojej wiedzy na temat, ktdrego dotyczy zadanie.

1. Najprosciej przeksztatci¢ rownosé, korzystajgc z wtasnosci proporcji. Proporcje %=§

mozemy zapisa¢ w postaci a - d = b - ¢ (iloczyn wyrazéw skrajnych réwna sie iloczynowi
wyrazéw srodkowych). Natychmiast dostajemy rownosé prawdziwa:

1 1 _ 2-1

ﬁﬂz‘/__l' to jest to samo,co —— = ——. Stad:
(V2+1)(V2-1)=1

2—-1=1

1=1,

Mozemy takze usung¢ niewymiernos¢ z mianownika utamka NGTEL czyli:
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1 1 V2-1 V2-1_
VZ+1 vZ+1 v2-1 1

Zdanie prawdziwe

V2 -1

Podany uktad réwnan nie jest uktadem sprzecznym, nie trzeba go rozwigzywacé, aby
zauwazyc ten fakt. Bytby sprzeczny, gdyby drugie rownanie powstato przez pomnozenie
obu stron pierwszego réwnania przez te samg liczbe rézng od 0, a nastepnie zmieniono
by wyraz wolny. Jednym stowem wspotczynniki przy x i y bytyby takie same. Natomiast
rozwigzujgc uktad réwnan doszlibysmy do sprzecznosci:

{X+y=5 /- (=2)

2x+3y =8
{ —2x—2y=-10
2x+3y =8
y=-2
P
x=7

Uktad réwnan ma dokfadnie jedno rozwigzanie. Zdanie fatszywe.

Wystarczy pamietaé, ze V3 = 3§ oraz fakt, ze mnozac potegi o tej samej podstawie
dodajemy ich wyktadniki. Zdanie prawdziwe.

Wystarczy wiedzie¢, ze cigg okreslony wzorem takiej postaci jak funkcja liniowa jest
ciggiem arytmetycznym. Oczywiscie mozna sprawdzi¢, czy jest to cigg o statej rdznicy,
zgodnie z definicjg ciggu arytmetycznego. Wéwczas a, .1 — a,, = 7. Czyli:
Anyr=n+1+1=n+2

Aps1—ap=n+2-MnM+1)=n+2-n-1=1

r=1

Cigg jest ciggiem arytmetycznym o réznicy r = 1. Zdanie prawdziwe.

Funkcja liniowa jest funkcjg malejgca, gdy wspdtczynnik a < 0. We wzorze funkcji g(x)

wspdtczynnik a = /3. Zdanie fatszywe.

Schemat punktowania

Nr Nr Nr Sprawdzana umiejetnosé Rozwigzanie Liczba
zadania czynnosci standardu zadania punktow
Zdajqcy:
0.1 11 st_osu1e \_N’fasn’o,su p_roporql_ lub usuwa p 1
niewymierno$é z mianownika
0.2 13 np.. FOZWIa.ZUJ(.E uktad d\{voch rownan z F 1
20. dwiema niewiadomymi
20.3 1.1 wykonuje dziatania na potegach P 1
20.4 1.5 sprawdza, czy ciag jest arytmetyczny P 1
20.5 1.4 stosuje wiasnosci funkcji liniowej F 1
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Zadanie 21. (4 pkt)
Wsréd ucznidw pewnej klasy przeprowadzono ankiete pytajac, ile czasu codziennie, poza
lekcjami wychowania fizycznego, przeznaczajg na uprawianie sportu. Wyniki ankiety

przedstawiono w tabeli.

Czas (w minutach) 0 30 60 90 120

Liczba uczniéw 6 5 10 3 6

a) Narysuj diagram stupkowy przedstawiajacy wyniki ankiety.
b) Oblicz srednig liczbe minut, jakg uczniowie przeznaczajg codziennie na uprawianie
sportu.

c) Zapisz w procentach, ilu sposréd ankietowanych uczniéw nie uprawia wcale sportu.

Rozwigzanie
a) Rysujac diagram stupkowy ,musimy pamieta¢ o dobrym opisie osi poziomej i pionowej!
Na osi poziomej zaznaczamy czas w minutach, a na osi pionowej liczbe ucznidw.

Przyktadowy diagram wyglada tak:

o 30 60 20 120

Czas wminutach

11

[
o

Liczbauczniow

OFr N WAMOON OO

b) Srednia liczbe minut, jaka uczniowie przeznaczaja codziennie na uprawianie sportu,

0-6+30-5+60-10+90-3+120-6 __ 150+600+270+720 _
6+5+10+3+6 - 30 -

obliczamy ze wzoru na $rednig arytmetyczna:

1740 174
30 3

. . ;. . s . 6 . . s
c) Sportu nie uprawia szesciu uczniéw z 30, co stanowi o wszystkich ucznidw. Upraszczamy
6 . . 1 1 . . .
utamek 0 skracajac go przez 6, co daje -, £ Zamieniamy na procent, mnozac utamek

przez 100%.
1

100
T 100% = ?% = 20%.
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Schemat punktowania

liczby jest druga
liczba

20%.

Nr Nr Nr Sprawdzana umiejetnosé Et i ia zadani Liczba
zadania | czynnosci | standardu P 1 apy rozwiazania zacania punktow
Zdajqcy:
Narysowanie diagramu stupkowego z
opisem osi.
wykonuje ilustracje
raficzng zbioru £
211 | 17 |B az L 1
danych /diagram :
stupkowy/ < e
21. Zapisanie metody obliczenia Sredniej
21.2 liczby przeznaczanej na uprawianie 1
oblicza éredni sporty: L630:5+60-10+90-3+120-6
I1.4)a) q P i 6+5+10+3+6
arytmetyczng Obliczenie $redniej liczby minut
21.3 przeznaczanej na uprawianie sportu: 1
58 minut.
oblicza, jakim . . .
/) ) .| Obliczenie, jaki procent stanowig
procentem jednej L , . .
21.4 1.1 uczniowie, ktérzy nie uprawiajg sportu: 1
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